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CONTAGEM

Os problemas de contagem sao frequentes no nosso
cotidiano. Estao presentes, por exemplo, quando
pensamos nas possibilidades de combinacao de
roupas, de planejamento de pratos em cardapios ou
de combinacdes de nimeros em um jogo de loteria.

A analise combinatéria é o campo de estudo que
desenvolve métodos para fazer a contagem, de
modo eficiente, do nimero de elementos de um
conjunto. Associada a probabilidade e a estatistica, a
Analise combinatdria constitui um poderoso instru-
mento de antecipacao de resultados nos campos
industrial, comercial, cientifico ou governamental.

FATORIAL (!)

Muitos problemas de andlise combinatéria devem
ser resolvidos com uma multiplicacdo de nimeros
naturais consecutivos,como 1.2.30u5.4.3.2. 1.
Nesses exemplos, multiplicamos os nimeros natu-
rais de 1 até n, sendo no primeiro cason =3 e, no
segundo,n=5.Emgeral, produtosdotipo1.2.3.....
(n-1).nsao escritos com a notacao de fatorial (!).

Dadoum ndmero naturaln (n > 1), define-se nfato-
rial ou fatorial de n (indicado por n!) como sendo
o produto dos n numeros naturais consecutivos,
escritos desde n até 1.

EXEMPLO

3!1=3.2.1=6

4'=4.3.2.1=24

5!'=5.4.3.2.1=120

CONVENCAO
O fatorial de 1 éigual ao prépriol — 11=1

O fatorialde zero éigualal — 0! =

ATENCAO!
So existe fatorial de nimeros inteiros positivos!
(-5)'=NAOEXISTE -(5)!'=-1(5.4.3.2.1)=-120

O célculo de n! fica complicado a medida que o
ndmero n aumenta. Por isso, podemos interromper
(truncar) aqualquer momento, desde que colocado
o simbolo ! depois do nimero.

EXEMPLO
15! 15.14.13. 127
=15.14.13=27
121 17 5. 3=2730
(n+1) (n+1).n.(p—11
=(n+1).n
(n—l) (n—1)1

PRINCiPIO MULTIPLICATIVO

Uma pessoa quer viajar de Porto Alegre a Recife,
passando por Sdo Paulo. Sabendo que ha 3 roteiros
diferentes para chegar a Sdo Paulo partindo de
Porto Alegre e 4 roteiros diferentes para chegar a
Recife partindo de Sdo Paulo, de quantas maneiras
possiveis essa pessoa podera viajar de Recife a
Porto Alegre?
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Se um evento é composto por duas (ou mais) etapas
sucessivas e independentes de tal maneira que o
numero de possibilidades na primeira etapaéme
o numero de possibilidades na segunda etapa én,
entdo o numero total de possibilidades de o evento
ocorrer é dado pelo produtom.n.

PERMUTACAO SIMPLES

Dado um conjunto de nelementos, chama-se permu-
tacao simples dos nelementos qualquer sequéncia
(agrupamento ordenado) desses n elementos, difer-
indo apenas pelaordem dos elementos. Para deter-
minar o nimero de permutacdes em um grupo com
n elementos, basta calcular o fatorial desse n.

P,=n!

EXEMPLO

Gui, Bussunda e JowJow vao posar para uma
fotografia. De quantas maneiras essa fotografia
pode ser tirada:

P,=3!=3.2.1=6

ANAGRAMAS

Sao palavras obtidas a partir de outra, quando se
trocam as posicoes de suas letras, ndo importando
se essas palavras tenham sentido ou nao.

EXEMPLO

Quantos sdo os anagramas da palavra AMOR?
AMOR =4letras ndo repetidas
P,=4!=4.3.2.1=24anagramas

PERMUTACAO COM REPETICAO

Para os célculos de permutacio de n elementos,
dos quais k sdo repetidos, utilizaremos a seguinte
formula, onde n é o nimero total de elementos a ser
permutados e n,, n,, ..., n, os elementos repetidos.

n!
nlo, ° nz! (X X nko,

Ny,...n
Pl

ARRANJO SIMPLES

Sdo agrupamentos em que se considera a ordem
dos elementos, isto é, qualquer mudanca na
ordem dos elementos altera o agrupamento. Por
exemplo, ao formar nimeros naturais de 3 algar-
ismos distintos escolhido entre os algarismos 2, 4,
6,7 e 8, estaremos arranjando esses 5 algarismos
3 a 3. Por exemplo, o niUmero 246 é diferente de
642. Note que os algarismos sdo 0os mesmos, mas
diferem pela ordem.

Dado um conjunto de n elementos distintos,
chama-se arranjo dos n elementos, tomados de
p ap, (n=p)aqualquer sequéncia ordenada de p
elementos distintos escolhidos entre os n existentes.

n!
" (n-p)!

OS ELEMENTOS DOS ARRANJOS
DIFEREM PELA ORDEM!

Geralmente usamos arranjo nos problemas envol-
vendo senhas, formacao de nimeros, grupos de
pessoas com cargos, placas, nimeros de telefone.

PERMUTACAO éum caso particular do arranjo,
assim, qualquer problema que envolva permu-
tacdes ou arranjo simples pode ser resolvido dire-
tamente pelo principio multiplicativo.

COMBINAGAO SIMPLES

Sao agrupamentos em que nao se considera a
ordem dos elementos, isto ¢, mudancas naordem
dos elementos nao alteram o agrupamento. Por
exemplo, ao formar conjuntos de nimeros naturais
de 3 algarismos distintos, escolhido entre os algar-
ismos 2,4, 6,7 e 8, estaremos combinando esses 5
algarismos 3 a 3. Por exemplo, o conjunto {2, 4, 6}
éigual ao conjunto {6, 4, 2}. Note que a ordem dos
algarismos mudou, mas o conjunto é o mesmo, ou
seja, os elementos ndo diferem pela ordem.
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Dado um conjunto A com n elementos distintos,
chama-se combinacdo dos n elementos de A,
tomadosp ap, (n p),qualquer subconjunto de A
formado por p elementos.

n!
(n-p)!.p!

np =

OS ELEMENTOS DOS ARRANJOS
NAO DIFEREM PELA ORDEM!

Geralmente usamos combinacao nos problemas
envolvendo conjuntos, figuras planas, grupos de
pessoas sem cargos, loterias.

ATENGAO!

Nao confunda quando usar a permutacao, o
arranjo ou acombinacao. Como exemplo, vamos
considerar o conjunto das vogais {A, E, |, O, U}.

o De quantas maneiras podemos alinhar as
5 vogais?

AEIOU ou AIEUO ou OAIEU

Repare que estamos trabalhando com todos os
elementos do grupo, ou seja, formando outras
configuracdes a partir da troca de posicao dos
elementos. Nesse caso usamos a PERMUTACAO.

9 Quantos subconjuntos de 3 vogais distintas
podemos formar?

{A.E. 1} ou {A,LLE) ou {I,E,A)

Repare que estamos escolhendo apenas uma
parte do grupo de vogais para formar subcon-
juntos com 3 vogais distintas e, quando permu-
tados dentro do agrupamento, NAO forma uma
nova configuracao, ou seja, os agrupamentos
NAO DIFEREM pela ordem dos elementos no
grupo. Nesse caso, usamos a COMBINAGCAO.

9 Quantos anagramas de 3 vogais distintas
podemos formar?

AEIl ou AIE ou IEA

Repare que estamos escolhendo apenas uma
parte do grupo de vogais paraformar anagramas
com 3 vogais distintas e, quando permutadas
dentro do agrupamento, FORMA uma nova
configuracao, ou seja, os agrupamentos DIFEREM
pelaordem dos elementos no grupo. Nesse caso,
usamos o ARRANJO.

www.mundoedu.com.br




$ mundo matemdtica

EXERCICIOS

MODULO 6 | ANALISE COMBINATORIA

1. (UCPEL) Alterando-se as posicoes das letras
da palavra JANEIRO, o nimero de permutacoes
obtidas, nas quais as vogais aparecem sempre juntas
é:

a) 5040

b) 576

c) 288

d) 144

e) 24

2.(UNESP) Quatro amigos, Pedro, Luisa, Jodo e Rita,
vao ao cinema, sentando-se em lugares consecu-
tivos namesma fila. O nimero de maneiras que os
guatro podem ficar dispostos de forma que Pedro
e Luisa figuem sempre juntos e Jodo e Rita fiqguem
sempre juntos é

a) 2
b) 4
c) 8
d) 16
e) 24

3. (FURG/2008) Manoela decidiu escolher uma
senha para seu e-mail trocando de lugar as letras
do seu nome. O nimero de maneiras como ela pode
fazerisso, considerando que asenhaescolhida deve
ser diferente do préprio nome, e

a) 817.
b) 48.
c) 5039.
d) 23.
e) 2519.

4.(UFG/2010) Num episddio de uma série policial
detelevisdo, um agente secreto encontra-se diante
do desafio de descobrir a senha de quatro digitos
digitada no teclado numérico, instalado na porta
de entrada de um laboratoério. Para isso, o agente
utiliza o seguinte artificio: borrifaum spray sobre o
teclado, fazendo com que os algarismos recém-dig-
itados para abrir a porta fiquem destacados, como
mostra a figura. Para sua surpresa, apenas trés
digitos sao ressaltados pelo spray, indicando que
um dos digitos aparece duas vezes na senha.

Com base nestas informacoes, a quantidade de
sequéncias de quatro digitos que podem ser encon-
tradas utilizando o artificio do agente secreto é a
seguinte:

a) 36
b) 24 Dil2]]3
o) 16 4 ||B®)|| 8
d) 13 @ 8 g
e) 4

5. (UFSM/2014) Para cuidar da saude, muitas
pessoas buscam atendimento em cidades maiores
onde ha centros médicos especializados e hospi-
tais mais equipados. Muitas vezes, o transporte
ate essas cidades e feito por vans disponibilizadas
pelas prefeituras.

Em uma van com 10 assentos, viajarao 9 passage-
iros e o motorista. De quantos modos distintos os 9
passageiros podem ocupar suas poltronas navan?

a) 4.032.
b) 36.288.
c) 40.320.
d) 362.880.
e) 403.200.
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6. (PUC-RS/2010) Uma melodia é uma sequéncia
de notas musicais. Para compor um trecho de trés
notas musicais sem repeti-las, um musico pode
utilizar as sete notas que existem na escala musical.
O numero de melodias diferentes possiveis de
serem escritas é:

a) 3
b) 21
c) 35
d) 210
e) 5040

7. (PUC-RS/2011) Numa estante da Biblioteca,
encontram-se cinco livros de Fisica Quantica de
autores diferentes, seis livros de Fisica Médica de
autores diferentes e quatro livros de Fisica Nuclear,
também de autores diferentes. Um grupo de alunos,
para realizar uma pesquisa, precisa consultar dois
livros de Fisica Quantica, trés livros de Fisica Médica
e um livrode Fisica Nuclear. O nimero de escolhas
possiveis para essa consulta é

a) 8400
b) 800
c) 204
d) 144
e) 34

8. Na figura abaixo indicamos 9 pontos, entre os
guais nao ha 3 colineares, exceto os 4 que marcamos
numa mesma reta. Quantos tridngulos existem com
vértices nestes pontos?

a) 84
b) 80
c) 70
d) 60
e) 4

9. (UPF/2010) O nimero de anagramas da sigla
UPFTV que inicia ou termina por vogal e:

a) 120
b) 48
c) 8

d) 24
e) 72

10.(PEIES/2010) Nafaseinicial dos jogos da Copa
do Mundo 2010, na Africa do Sul, os 32 paises
participantes foram divididos em 8 grupos, e cada
selecdo jogou umavez com todas as selecdes de seu
grupo. O numero total de jogos, nessa fase, foi de

a) 24
b) 32
c) 48
d) 56
e) 64

11. (MACK) Uma classe tem 10 alunos e 5 alunas.
Formam-se comissoes de 4 alunos e 2 alunas. O
numero de comissdes em que participa o aluno X
e nao participaaalunay é:

a) 1260
b) 2100
c) 840
d) 504
e) 336

12.(UERJ/2011) Ao refazer seu calendério escolar
para o segundo semestre, uma escola decidiu repor
algumas aulas em exatamente 4 dos 9 sabados
disponiveis nos meses de outubro e novembro de
2009, com a condicao de que ndo fossem utilizados
4 s3bados consecutivos. Para atender as condicoes
dereposicao das aulas, o nimero total de conjuntos
distintos que podem ser formados contendo 4
sabados é de:

a) 80
b) 96
c) 120
d) 126
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13.(UENP/2011) Fatorial de um nimero natural n
(notacdo n!) é o produto dos nimeros naturais de
lan,ouseja,n!=12.3...(n-1).n.Oresultado da
expressaioE=3.6.9.12.... 24 é equivalente a:

a) 3.8!
b) 3..8!
c) 38.8
d) 38.8!
e) 83!

14. (UNIFRA/2010) Dado o avanco da tecnologia
e o aumento crescente da necessidade de cédigos
de seguranca, muitas empresas usam sistemas de
codigos para identificacdo de seus colaboradores,
no acesso aos computadores.

Considerando que, num sistema de senhas de uma
empresa, as senhas sdo indicadas por duas vogais
seguidas de dois digitos, o nimero maximo de
senhas que pode ser produzido nesse sistema é

a) 1500
b) 2025
c) 2450
d) 2500
e) 6500

15. (UERJ/2011) Uma rede é formada de trian-
gulos equilateros congruentes, conforme a repre-
sentacao abaixo:

pvd h¥i (v
iy s
A" £

Uma formiga se desloca do ponto A para o ponto
B sobre os lados dos tridangulos, percorrendo X
caminhos distintos, cujos comprimentos totais sao
todos iguais a d. Sabendo que d corresponde ao
menor valor possivel para os comprimentos desses
caminhos, X equivale a:

a) 20 b) 15 c)12 d)10

16. (UFSM/2008) O setor de nutricdo de deter-
minada cantina sugere, para uma refeicao ricaem
carboidratos, 4 tipos de macarrao, 3 tipos de molho
e 5 tipos de queijo. O total de opcbes para quem
vai servir um tipo de macarrao, um tipo de molho
e trés tipos de queijo é

a) 2.5!
b) 5!

c) (512
d) 5!/2
e) 2/5!

17.Quantos nimeros de 4 algarismos contém pelo
menos um algarismo 8?

a) 3168 b) 5832 ¢) 9000 d) 3024 e) 6480

18. (FURG/2006) Uma pizzaria permite que seus
clientes escolham pizzas com 1, 2 ou 3 sabores difer-
entes dentre os 7 sabores que constam no cardapio.
O numero de pizzas diferentes oferecidas por essa
pizzaria, considerando somente os tipos e nimero
de sabores possiveis, é igual a

a) 210. b) 269. c) 63. d) 70. e) 98.

19. (UNIFRA/2008) Num grupo constituido de
12 pessoas, das quais 5 sdo americanas, 4 sao
brasileiras e 3 sdo canadenses, deseja-se formar
uma fila de forma que as pessoas do mesmo pais
fiqguem sempre juntas. Nessa situacao, o nimero de
maneiras distintas de se organizar tal fila é igual a

a) 11!

b) 3!(5!4!3!)
c) 5!4!13!

d) 11!/5!4!3!
e) 2!(5!4!3!)
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20.(UPF/2005) O nimero de anagramas da palavra
MELHOR, que comecam e terminam por vogal, é
definido por

21. (UFSM) Para ter acesso a uma sala reservada,
cada usudrio recebe um cartado de identificacédo
com 4 listras coloridas, de modo que qualquer
cartao deve diferir de todos os outros pela natureza
das cores ou pela ordem das mesmas nas listras.
Operando com 5 cores distintas e observando que
listras vizinhas ndo tenham a mesma cor, quantos
usuarios podem ser identificados?

a) 10 b) 20 c) 120 d) 320 e) 625

22. (UNIFRA/2016) Uma pessoa para ter acesso
a internet, necessita de uma senha, mas, na hora
de digita-la, esquece o numero. Ela lembra que
0 numero tem 4 algarismos, comeca com 9, ndo
tem algarismos repetidos e tem o algarismo 3 em
alguma posicao. O nimero maximo de tentativas,
para acertar a senha, é

a) 28. b) 56. c) 84. d) 112. e) 168.

23. (UNIFRA/2014) Um Posto de Atendimento
Médico atende em plantbes de emergéncia, com
equipes de 2 médicos, 2 enfermeiros, 4 técnicos de
enfermagem e 2 funcionarios para limpeza e aten-
dimento. Sabendo que o referido posto dispoe de 4
médicos, 5 enfermeiros, 6 técnicos de enfermageme
4 funciondarios, o nimero de maneiras distintas com
que é possivel formar a equipe de atendimento é

a) 37.

b) 1.800.
c) 5.200.
d) 5.400.
e) 6.912.

24. As embalagens dos produtos vendidos por uma
empresa apresentam uma sequéncia formada por
barras verticais: quatrode delargura 1,5 mm;trés
delargura0,5 mmeduasdelargura0,25 mmcomo
na figura abaixo. Cada sequénciaindicaoprecode
um produto. Quantos precos diferentes podem ser

indicados por essas nove barras?

a) 1260

b) 1150

c) 930

d) 815

e) 536

25.(UCPEL/2012) Comdois goleiros que s jogam
nessa posicao e sete jogadores que nao jogam no
gol, quantos times de futebol de salao podem ser
formados, sabendo-se que um time de futebol de
salao é composto por cinco jogadores e um desses
éogoleiro?

a) 80 b) 70

c) 120 d) 60 e) 90

26. (UFSM) Num acidente rodoviario, apds ouvir
varias testemunhas, concluiu-se que o motorista
culpado pelo acidente dirigiaum carro cujaplacaera
constituida de 2 vogais distintas e quatro algarismos
diferentes, sendo que o algarismo das unidades era
o 5. Isso ndo facilitou o trabalho da policia, pois o
nimero de placas suspeitas é de

a) 10800
b) 10080
c) 8100
d) 1080
e) 524

27. (UNIFRA/2005) Um saldo tem 6 portas. O
ndimero de maneiras distintas para que esse saldo
possa estar aberto é

a) 720. b) 120. c) 64. d) 63. e) 1.

www.mundoedu.com.br



& mundo matematica

28. (ULBRA/2014) Ana, Beatriz, Carlos, Denise,
Luiza e Otavio estdo dispostos a representar
seus colegas em uma convencao sindical. Nessa
convencdo, cadaempresa pode enviar uma comissio
com trés representantes. O nimero de comissdes
distintas que podem ser formadas nessa empresa é

a) 6 b) 9 c) 18 d) 20 e) 24

29.(UNESP/2014) Um professor, ao elaboraruma
prova compostade 10 questdes de multiplaescolha,
com 5 alternativas cada e apenas uma correta,
deseja que haja um equilibrio no nimero de alter-
nativas corretas, a serem assinaladas com X nafolha
de respostas. Isto &, ele deseja que duas questoes
sejam assinaladas com a alternativa A,duascomaB,
e assim por diante, como mostra o modelo. Nessas
condicoes, a quantidade de folha de respostas
diferentes, com a letra X disposta nas alternativas
corretas, sera

a) 302 400. 3 e

b) 113400. e

c) 226 800. 1= T

d) 181 440. = o
ng X

e) 604 800. 0 <

30. (PEIES/2009) Uma pequena fabrica produz 4
tipos diferentes de massas e 6 tipos diferentes de
molhos. Uma possibilidade de venda que agrada
aos consumidores é coloca-los numa cesta que
contenha 2 embalagens de massa e 3 embalagens
de molho. Quantas cestas diferentes podem ser
montadas, de forma que contenham exatamente 2
embalagens de massa nao necessariamente difer-
entes e 3 tipos diferentes de molhos?

a) 1.820.
b) 320.
c) 240.
d) 200.
e) 120.

31. (UFSC/2014) Entre as ultimas tendéncias
da moda, pintar as unhas ganha um novo estilo
chamado de “filha Ginica”. A arte consiste em pintar
a unha do dedo anelar de uma cor diferente das
demais, fazendo a mesma coisa nas duas maos,
conforme mostra o exemplo na figura. Larissa tem
trés cores diferentes de esmalte, entdo, usando
essa forma de pintar as unhas, podera fazé-lo de
6 maneiras diferentes. Essa afirmacao é verda-
deiraou falsa?

Rosa Ros
Rosa Rosa o Branco

[ o d B
7\
A

32.(UNISC/2016) Newton possui 7 livros distintos,
sendo 3 de Algebra, 2 de Calculo e 2 de Geometria.
O numero de maneiras diferentes que Newton pode
organizar esses livros em uma estante, de forma
que os livros de um mesmo assunto permanecam
juntos, é

a) 24
b) 36
c) 56
d) 72
e) 144

Branco

e

Rosa

/

33.(UFSC/2014) No prédio onde Gina mora, insta-
laram um sistema eletrénico de acesso no qual se
deve criar umasenhacom 4 algarismos, que devem
ser escolhidos dentre os algarismos apresentados
no teclado da figura. Para ndo esquecer a senha,
elaresolveu escolher 4 algarismos dentre os 6 que
representam a data de seu nascimento. Dessaforma,
se Ginanasceuem 27/10/93, entdo ela pode formar
15 senhas diferentes com 4 algarismos distintos.
Essa afirmacao é verdadeira ou falsa?
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34. (UNIFRA/2014) Um Posto de Atendimento
Médico atende em plantdes de emergéncia, com
equipes de 2 médicos, 2 enfermeiros, 4 técnicos de
enfermagem e 2 funcionarios para limpeza e aten-
dimento. Sabendo que o referido posto dispoe de 4
médicos, 5 enfermeiros, 6 técnicos de enfermageme
4 funciondarios, o nimero de maneiras distintas com
gue é possivel formar a equipe de atendimento é

a) 37.

b) 1.800.
c) 5.200.
d) 5.400.
e) 6.912.

35.(UDESC/2016) A Camarade Vereadoresde uma
cidade é composta por 13 vereadores, sendo que 6
destes sdo de partidos politicos da situacao (aliados
ao governo municipal) e os 7 restantes sdo de
partidos da oposicdo (contrarios ao governo munic-
ipal). E necessario compor uma comissdo especial a
ser formada por exatamente 5 vereadores, de forma
gue haja pelo menos dois representantes de cada
um destes blocos politicos. Além disso, foi definido
que o lider da situacdo e o lider da oposicdo nao
poderao fazer parte damesma comissao. Sob essas
condicdes, aquantidade de comissdes distintas que
pode ser constituida é igual a:

a) 945
b) 500
c) 620
d) 810
e) 310

36.(UFSC/2016) Em relacdo as proposicoes abaixo,
é CORRETO afirmar que:

() Em reunido de deputados de determinado
estado, decidiu-se que deveria ser constituidauma
comissao paratratar de assuntos de infraestrutura.
Essa comissao deveria ter 2 membros do partido
A, 2 membros do partido B e 1 membro do partido
C. Se, para essas vagas, o partido A dispoe de 5
candidatos, o partido B de 6 candidatos e o partido
C de apenas 2 candidatos, entdo a comissio de
infraestrutura poderd ser formada de, exatamente,
60 maneiras distintas.

() Com o avanco da medicina, estudiosos
acreditam que, em breve, os pais poderdo escolher
os fendtipos dos seus filhos. Considere a situacao
de serem possiveis as escolhas: e sexo: homem ou
mulher; e cor dos olhos: azul, verde, castanho ou
preto; e cor do cabelo: loiro, ruivo, castanho ou
preto. Entdo, para um casal que deseje ter uma
crianca de sexo masculino que nao tenha olhos
azuis, havera 24 possibilidades distintas para o
biétipo de seu filho.

() Entre diferentes jogos de loteria, esta a
LOTOFACIL. O jogo consiste em um sorteio de
15 nimeros, sem repeticao, de um total de 25
ntmeros disponiveis. E permitido apostar de 15 a
18 dezenas, sendo que uma aposta simples consiste
na marcacao de 15 dezenas. Assim, uma pessoa
quefez 816 apostas simples distintas terd amesma
chance de ganhar que uma pessoa que marcou 18
dezenas em um Unico cartao.

GABARITO: 1B; 2C; 3E; 4A; 5D; 6E; 7B; 8B; 9D; 10C; 11D;
12C; 13D; 14D; 15B; 16B; 17A; 18C; 19B; 20D; 21D; 22E;
23D; 24A; 25B; 26B; 27D; 28B; 29D; 30D; 31V; 32E; 33F;
34D; 35D; 36FFV.
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